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We give geometrical characterization of Banach spaces W such that every 
representable operator from L’(p) into W admits a best approximation in the 
space of compact operators. This is the case if W = P(I), W = C(Q), or W is a 
uniformely convex Banach space. In the dual situation we study the existence of 
best compact approximation for operators from a Banach space V into C(Q). 
Such approximations exist if V is P, 1 < p < ~0. We study also the existence of 
best approximation in the set of operators of a given finite dimensional range for 
representable operators from L’(p) into a Banach space W. The problem is 
solved when there is a norm one linear projection from W” onto W. As to opera- 
tors with values in C(Q), it is proved that if V = P’, 1 < p < cc, then every 
operator in btp[ V, C(Q)] has a nearest point in ,X,[ V, C(Q)]. 
INTRODUCTION ET NOTATIONS 
La theorie de la meilleure approximation des operateurs born& par des 
operateurs compacts s’est developpee vers 1970 dans le cas des optrateurs 
definis sur un espace de Hilbert [7], [8]. Dans un cadre plus general [3], nous 
avons montre qu’il existe une projection (non lineaire) continue de meilleure 
approximation d’un espace de Banach E sur un sous-espace F dbs qu’il existe 
une projection lintaire Q du dual E’ de E sur Pannulateur F” de F qui verifie: 
II e’ II = II QW + II e’ - Q<e’N ‘de’ E E’. 
11 suffit alors d’utiliser le fait que si V est un espace de Hilbert alors l’espace 
des opkrateurs compacts de V dans lui-m&me est un tel sous-espace de 
l’espace des optrateurs born&. De plus, d’aprbs [S] c’est aussi le cas si V 
parcourt une large classe d’espaces de Banach contenant les espaces Zp pour 
1 <p<coetc,(N). 
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Notre but ici est d’etudier l’approximation des operateurs born.5 definis 
sur V = L+) a valeurs dans un espace de Banach W par des operateurs 
compacts ou bien par des operateurs dont l’image a une dimension finie 
don&e. 
Signalons quelques notations, si I/ est un espace de Banach on note B(V) 
sa boule unite fermte et I/” son dual. La boule fermte de centre x et de rayon Y 
est notee B(x, r). Soient V et W deux espaces de Banach; on note Y[V, W] 
(resp. X[k’, W]) l’espace des operateurs born& (resp. compacts) de V dans 
W muni de sa norme classique. Dans la suite (X, C, p) sera un espace 
mesure muni d’une tribu complete et d’une mesure positive. Si V := LQ) 
on dira qu’un operateur T de Z[V, W] est repksentable s’il existe une 
fonction g de Lm(p, W) telle que 
En particulier tout operateur faiblement compact est representable. Pour 
une fonction g de Lm(p, W) on appelle image essentielle de g le ferme Bg de 
W tel que pour tout b de Bg et pour tout E > 0 la mesure de l’ensemble 
g-‘[B(b, E)] est strictement positive. 11 est aise de verifier que Bg ne depend 
que de la classe d’equivalence g et non du representant choisi. 
Dans la premiere partie nous montrons que tout operateur epresentable 
de V = L+) dans W admet une meilleure approximation compacte dbs que 
toute partie fermte bornee B de W possbde la proprittt geometrique suivante: 
il existe un compact K, de W tel que 
sup{d(x, K,); x E B) < sup{d(x, K); x E B}, 
ou Kparcourt l’ensemble des compacts de W. Parmi les espaces de Banach qui 
verifient cette condition on a les espaces uniformtment convexes, les espaces 
P(I) et les espaces C(Q). 
Dans la deuxibme partie nous Ctudions le probleme dans la situation duale, 
c’est-a-dire I’approximation des operateurs dtfinis sur un espace de Banach V 
et a valeurs dans un espace C(Q). En particulier, si 52 est un compact stonien 
et si V’ posdde la propriete geometrique citee plus haut alors tout optrateur 
de Z[V, C(G)] admet une meilleure approximation dans %[I’, C(Q)]. 
D’autre part, si V parcourt une classe d’espaces qui contient les espaces ZP 
oh 1 < p < co, on a le resultat precedent pour tout compact Q. 
Dans la derniere partie nous Btudions le probleme de I’approximation des 
operateurs representables definis sur V = Ll(p) et a valeurs dans W par des 
optrateurs de rang inferieur a un entier donne. En particulier si W = Ll(u) 
ou bien si West un dual tout operateur epresentable de 9’[ V, w] admet de 
tels approximations. En ce qui concerne les operateurs a valeurs dans C(2) 
nous montrons que pour tout espace de Banach v tout optrateur compact de 
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V dans C(Q) admet une meilleure approximation dans X,[V, C(Q)] l’en- 
semble des operateurs de rang inferieur a n. Si Q est stonien le resultat est 
vrai pour tout optrateur de V dans C(Q); il en est de m&me si V parcourt une 
classe d’espaces qui contient les espaces I”, 1 <p < 03, et ceci pour tout 
compact Q. 
I. APPROXIMATION DES OP~RATEURS DEFINIS SUR Ll(p) 
Soient W un espace de Banach et B une partie bornte de W. Suivant 
Kuratowski on appelle mewe de non compacirP de B la quantite 
ol[B, W] = inf(A; il esiste un recouvrement fini de B par des boules 
de W de rayon inferieur d hj. 
Si aucune confusion n’est a craindre on notera a[B] cette quantitt sans 
mention de l’espace consider6 Signalons toutefois que si A4 est un sous- 
espace de W on a pour toute partie bornee B de M 
a[B, W] < a[B, M] < 24l.3, WI. 
Les proprietes uivantes qui expriment la croissance t la sous-additivite de 
la mesure de non compacite sont faciles a verifier: 
(1) a[B] = 0 0 B est compact. 
(2) a[B] = a[B] = cY[conv(B u -B)]. 
(3) 4 C Bz - 441 < 4&l. 
(4) Si K est relativement compact on a ol[B u K] = a[B + K]. 
(5) Si K est relativement compact on a: 
Sup[d(x, K); x E B] 3 a[B]. 
Cette dernitre propriete am&e la definition suivante: 
DI~FINITION 1.1. Soient B une partie born&e et K, un compact de W, 
on dira que K,, rtalise la meilleure approximation de B si 
sup[d(x, K,); x E B] = a[B]. 
La question est maintenant de savoir quels sont les espaces de Banach tels 
que toute partie bornee posdde un compact de meilleure approximation. 
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Soient V et W deux espaces de Banach et T un opkrateur de 9[ V, W], la 
propriett (5) citee plus haut donne immtdiatement 
On cherchera done a repondre a la question paste plus haut en ttudiant 
le probleme de l’approximation des operateurs continus par des operateurs 
compacts. 
Signalons pour &tre complet que la notion de mesure de non compacite est 
aussi utilisee dans [lo] dans le but d’obtenir des proprietts de meilleure 
approximation d’optrateurs born&s par des operateurs compacts. 
PROPOSITION 1.2. Soient T un opkrateur de -P[L’(p), w] qui est reprhsente’ 
par une fonction g de L”(p., W). Alors 
d[T, X[ I’, W]] = a[T(B(V))] == ol[Bg] 
oit Bg dksigne l’image essentielle de la fonction g duns l’espace W. 
Dkmonstration. On sait deja que l’on a 
W’, W’, WI 3 4T(B(Wl. 
De plus, on a les inclusions suivantes simples a verifier: 
conv[Bg u -Bg] C T(B( V)) C conv[g(X) u -g(X)] 
ou X est l’ensemble mesurt sous-jacent a la definition de Ll(p). Par conse- 
quent, on a l’intgalitt 
&‘V(O)l 3 4&l- 
I1 reste done a prouver que 
d[T, x[K WI < 4&l + E; VE > 0. 
Soient b, ,..., b, les centres des boules de W de rayon a[Bg] + E et dont la 
reunion recouvre l’ensemble Bg. Considerons la partition de Bg definie par 
B1 = {b E Bg; I/ b - b, 11 < d(b, {b, ,..., b,})} 
. . . 
B, = {b E Bg; 11 b - b, ~1 < d(b; (b, ,..., MN\ ;g; 4 . 
Soit q la surjection de Bg sur l’ensemble {b, ,..., b,} definie par 
v(b) = bi ; b E B< , i = I,..., n. 
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L’application h definie SW X et a valeurs dans W don&e par h = 9 0 g est 
clairement dans L”(p, W); en fait c’est exactement la fonction simple definie 
par 
oh Ei = g--l(&). Les ensembles Ei sont p-mesurables puisque les ensembles 
Bi sont tous boreliens. Soit S, I’operateur de rang fini de 5?[L1(p), W] qui 
est represente par h; il est aise de verifier 
11 T - S, (1 = /I g - h /Im = sup. ess.{ll g(x) - h(x)ll; x E Xt < cy[Bg] ;- E 
ce qui prouve l’inegalite recherchee t acheve la demonstration. 
COROLLAIRE 1.3. Soient WI un sowespace fermi’ de W et T un opkrateur 
reprbentable de B[Ll(p), W,]. On suppose qu’il existe une prqjection l-lip- 
schitzienne de W sur WI . Alors d(T, .X[Ll(p), WI]) = d(T, X[Ll(p), WI). 
La preuve est immediate n utilisant la mesure de non compacitt. Signalons 
que ce corollaire est tout Cr fait trivial, saris aucune hypothese sur V et sur T, 
si l’on suppose que la projection de W sur W, est lintaire de norme 1. 
L’inttret de ce corollaire reside done dans le fait de pouvoir considtrer des 
projections I-lipschitziennes non lintaires. 
Rappelons qu’une fonction multivoque P definie sur un espace topologique 
Y et a valeurs dans l’ensemble des parties non vides d’un espace topologique 
Z est dite semi-continue suptrieurement (s.c.s.) si pour tout fermt F de Z 
l’ensemble {JI; P( JJ) n F # 4) est un fermt de Y. Le theorbme de selection de 
Kuratowski et Ryll-Nardzewski dont on se servira dans la suite est ttabli 
par exemple dans [Parthasarathy, Lecture Notes in Mathematics n3 263, 
page 491. 
THI~OR~ZME 1.4. Soit T un ope’rateur de 2?[L+), W] reprbentable par une 
.fonction g de Lm(p, W). Les assertions suivantes sont e’quivalentes: 
(a) L’ope’rateur Tposstde une meilleure approximation duns X[L+), W]. 
(b) L’image essentielle Bg de g poss6de un compact de meilleure approxi- 
mation. 
(c) L’ensemble T(B( V)) posstide un compact de meilleure approximation 
Dgmonstration. (a) * (b) Soit S un optrateur de X[L+), W] qui 
realise la meilleure approximation de T. L’optrateur S &ant compact est 
necessairement represente par une fonction h de L”(p, W) dont l’image 
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essentielle Bh est compacte. Alors Bh est un compact de meilleure approxima- 
tion pour l’ensemble Bg. En effet, on a les inegalites uivantes: 
4&l < supW(b, &I; b E&T) < sup. ess.{llg(x) - h(x)l/; XEX} 
= II g - h Ilm = II T - S II = a[&]. 
La derniere Cgalite &ant la consequence de la proposition 1.2. 
(b) => (a) Soient K un compact de W qui realise la meilleure approxima- 
tion de Bg et P la projection de meilleure approximation de W sur le compact 
K. Cette application prend ses valeurs dans l’ensemble des parties fermees 
non vide de K. De plus, il est facile de verifier qu’elle est S.C.S. Le theoreme de 
selection de Kuratowski et Ryll-Nardzewski permet de construire une 
selection borelienne que l’on notera y. Soit S I’operateur de V dans W 
represent6 par la fonction v 0 g. Cet optrateur est compact puisque l’image 
essentielle de q~ 0g est compacte. De plus, on a 
!I T - S II = sup. ess. /I g(x) - g, 0 g 11; x E X = ar[Bg], 
ce qui acheve la demonstration compte tenu de la proposition 1.2. 
(a) 2 (c) 11 s’agit de montrer que si S est un operateur de T[V, W] qui 
realise la meilleure approximation de T alors le compact S(B(V)) realise la 
meilleure approximation de T(B(V)). Pour la preuve on pro&de comme 
dans la demonstration de (a) => (b); les verifications sont laisstes au lecteur. 
(c) 3 (b) On a deja remarque les inclusions suivantes: 
conv [Bg u -Bg] C T(B( V)) C conv (g(X) u -g(X)). 
Si K est un compact de W qui realise la meilleure approximation de T(B( V)) 
on a 
4kl < wV@, Q; b E &> 
< sup(d(~, K); IV E T(B(V))} = ol[T(B(V))] = ol[Bg] 
oti la derniere egalite provient de la proposition 1.2. Ceci montre bien que K 
est un compact qui rtalise la meilleure approximation de Bg. 
COROLLAIRE 1.5. Soient WI un sous-espace fermP de W et T un opkrateur 
reprksentable de 9[L1(p), W,]. On suppose qu’il existe une projection I- 
lipschitzienne de W sur W, . Si T admet une meilleure approximation dans 
X[L’(p), W] il en admet une dans X[V, WI]. 
Comme dans le corollaire 1.3. l’intCr&t de ce resultat consiste dans la 
possibilite de considerer des projections I -1ipschitziennes non lineaires. 
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Remarquons que si l’espace W possede la propriM de Radon-Nikodym et 
si p est une mesure bornke alors tout opCrateur de dR[L’(p)), W] est rep&en- 
table. Ainsi les &on&s 1.2 et 1.4. donnent la distance de tout opCrateur de 
=wl(,), WI k -f-[~YP), WI ainsi qu’une condition gComCtrique Cquivalente 
B l’existence d’une meilleure approximation dans %[Ll(p), W]. 
THY&OR&ME 1.6. Soit W un espace de Banach; les assertions suivantes sont 
Pquivalentes: 
(a) Toute partie ferme’e born&e (resp. s&parable) possPde un compact de 
meilleure approximation. 
(b) Pour tout ensemble I, tout ope’rateur de V = ll(I) (resp. V = ll(N)) 
duns W admet une meilleure approximation duns X[ V, w]. 
(c) Pour toute mesure (resp. borne’e) p tout opkrateur reprksentable de 
L’(p) duns W admet une meilleure approximation duns X[L+), w]. 
Dkmonstration. L’implication (a) => (c) est immtdiate d’aprks les 
risultats p&c&dents achant que I’image essentielle de toute fonction g de 
Le(~, W) est &parable d&s que p est une mesure bornCe. Reste & prouver 
(b) 3 (a). Pour cela il suffit de montrer que toute partie &parable fermte 
bornte B de West l’image essentielle d’une fonction g de lw(N, W). En effet, 
si l’on s’inttresse aux mesures non borntes il suffit de prendre I = B, pour 
Z la mesure discrbte et pour p la mesure de comptage. Soit done (b,) une 
suite dense dans B; la fonction g dCfinie sur N par 
g(n) = b, ; Vn E N 
est dans I”@!, W) et &pond g la question. 
Si I’on s’intCresse aux mesures bornCes, les assertions du thtorkme pr&dent 
peuvent Etre complCtCes par le rtsultat suivant: 
TH~OR~ME 1.7. Soit W un espace de Banach; les assertions suivantes sont 
Pquivalentes: 
(a) Toute partie ferme’e bornk &parable de W possPde un compact de 
meilleure approximation. 
(b) I1 existe une mesure bornke t.~ telle que L+) est de dimension infinie 
et telle que tout opkateur reprksentable de LQ) duns W admet une meilleure 
approximation dans X[Ll(p), w]. 
Dkmonstration. I1 s’agit uniquement de montrer (b) * (a). Supposons 
que posskde une infinitC d’atomes (x,) et soit (b,) une suite dense dans B. 
La fonction g dCfinie sur X par 
b,six=x,;VnEN; 
g(x’ = 10 si x $ {x,}. 
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est dans L”(p, IV) et repond a la question. Si la mesure p ne posdde qu’un 
nombre fini d’atomes, comme L’(p) est de dimension infinie, la mesure p 
possede une partie diffuse non nulle. Soient x1 ,..., x, les atomes de p et 
b%)nc~ une suite de parties de X\(x, ,..., x,,,) formee d’ensembles CL-mesurables 
telles que 
X\{x, ,..., XN: = u 4 ; P.P.P.; 
Une telle suite existe justement puisque p est une mesure bornee. On pose g 
la fonction definie sur X par 
bi si x = xi ; i = I,..., N; 
g(n) = 
biThr si x E Ei ; 
0 
La fonction g est dans L”(p, IV) comme le montre une verification immediate 
et l’image essentielle de g coincide avec B, ce qui acheve la preuve du theortme 
compte tenu du theorbme 1.4. 
Le probleme est maintenant de determiner les espaces de Banach qui 
verifient les proprietts tquivalentes des theorbmes 1.6 ou 1.7. Nous en 
connaissons trois types. Si ~2 est un compact C(D) dtsigne l’espace des 
fonctions continues sur 0 muni de sa norme habituelle. 
THI~ORBME 1.8. Soit T un optrateur de L’(p) darts un espace de Banach W; 
alors T admet une meilleure approximation dans X[Ll(p), W] sous les hypo- 
theses suivantes: 
(i) W est uniformement convexe, 
(ii) L’operateur T est representable et West un sous-espace de C(Q) tel 
qu’il existe une projection I-lipschitzienne de C(Q) sur W. 
(iii) La mesure ~1 est born&e et W est un sous-espace de P(Z) tel qu’il 
existe une projection I-lipschitzienne de P(Z) sur W. 
Demonstration. (i) 11 est prouve dans [lo] que toute partie bornte dans 
un espace uniformtment convexe possede un compact de meilleure approxi- 
mation; d’oh le rtsultat puisque tout operateur de Ll(p) dans West represen- 
table. 
(ii) I1 est prouve dans [4] que tout operateur epresentable ou pas de 
Ll(p) dans C(Q) possbde une meilleure approximation compacte. D’oh le 
rtsultat compte tenu du corollaire 1.5. 
APPROXIMATION DES OPgRATEURS BORN& 87 
(iii) Tout sous-espace Separable de F(Z) est inclus dans un sous-espace 
isometrique a Zl@). 11 suffit done compte tenu de l’assertion (a) du theoreme 
1.7. de prouver que tout operateur de Z’(N) dans lui-m&me admet une meilleure 
approximation compacte; resultat qui est prouve dans [lo]. On conclut 
grace au corollaire 1.5. sachant que tout optrateur de L+) dans Z’(Z) est 
representable. 
La classe des espaces de Banach W qui verifient la condition (ii) du 
thtoreme contient les espaces C,,(Y) form& des fonctions continues sur un 
espace localement compact Y et nulles d l’infini. Plus generalement, cette 
classe contient les C,-espaces, c’est-a-dire les espaces de Banach isometriques 
a un espace de fonctions continues sur un compact 52 muni dune homeo- 
morphie involutive u et verifiantf(a(w)) = -f(w) pour tout o de 8. D’autre 
part, si W vtrifie la condition (ii) alors w’ est isomttrique a un espace L+); 
cependant, l’on ignore si la reciproque est vraie. En tous cas, il est maintenant 
clair que toute partie fermee bornee dun C,-espace ou bien de Z’(N) possede 
un compact de meilleure approximation. 
Soit T un operateur de 2?[ V, w], on note X(T) le convexe, Cventuellement 
vide, des operateurs de .X[V, w] qui rtalisent la meilleure approximation 
de T. Les proprietes de la meilleure approximation des elements de 9[ V, W] 
par des elements de *[I’, W] s’obtiennent a partir de la connaissance de 
.X(T) pour tout T de 9[V, W] ainsi que de la connaissance de l’ensemble 
{TE Z[V, w]; X(T) 3 01. 
Nous avons vu dans [4] que ce dernier ensemble st toujours d’inttrieur vide. 
Le rtsultat suivant generalise un &once de [4] ttabli pour V = Z’(fV). Un 
resultat de densite analogue au suivant est prouve dans le cas de l’approxima- 
tion des optrateurs born& d’un espace de Hilbert dans lui-meme par des 
operateurs compacts par C. L. Olsen (voir reference dans [4]). 
TH~~ORBME 1.9. Soient p une mesure born&e et T un operateur representable 
de 2?[LQ), W]. L’operateur T est adherent pour la topologie forte (resp. 
faible) d’operateurs d 3?(T) dt?s que ce dernier nest pas vide. Par consequent 
X(T) n’est compact pour aucune des topologies naturelles sur X[Ll(p), w] 
des qu’il n’est pas vide et que T n’est pas compact. 
Demonstration. Supposons l’ensemble X(T) non vide et l’operateur T 
non compact, sinon il n’y a rien a prouver. D’aprbs le theortme 1.4. l’ensemble 
Bg, image essentielle de la fonction g de L”(p, W) qui represente T, admet 
un compact K,, qui realise sa meilleure approximation. Comme Bg est 
separable, puisque ZJ est bornte, on choisit une suite (b,JneN dense dans Bg. 
Soit i’ l’operateur de I1(N) dans W dtfini par 
?‘(A,) = Z&b, ; V(h,) E P(N). 
640/26/I-7 
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L’operateur T admet une meilleure approximation 3 dans .X[F(N), W] 
d’apres le theoreme 1.4. L’optrateur T n’est pas compact d&s que T ne l’est pas 
et dans ce cas p ne coincide pas avec 3. Soit P, la projection de Z’(N) sur 
l’espace engendrt par les n premiers vecteurs de la base canonique; on pose 
s, = i+P, + S(Z - P,). 
C’est une suite d’operateurs compacts qui converge pour la topologie forte 
d’operateurs vers rf. De plus, on a 
ce qui montre que les 3, sont dans ,X(p). Chaque operateur 3, est canonique- 
ment associe d’aprbs le theorbme 1.4., a un compact K, qui realise la meilleure 
approximation de Bg. On peut en fait poser K, = conv{&(e,); p E N} oh (e,) 
est la base canonique de Zl(N). D’apres la construction de 3, on a 
p;(e,) = b, ; P <n; S&h) = ]sc,,,; p > n. 
Par consequent, on a l’inclusion suivante 
Si g, est la fonction de I,“&, W) a image essentielle dans K, construite dans 
le Theorbme 1.4. et qui represente un operateur compact S, qui realise la 
meilleure approximation de T, on a d’apres l’inclusion (*) et la construction 
du theoreme 1.4. 
lip II g(x) - gn(x)IIm = 0. 
Le theoreme de convergence dominee montre que pour toute fonction simple 
f = cycl xE$ on a 
lip II S,(f) - W)ll = 0. 
On conclut que la suite S, converge vers T pour la topologie forte d’operateurs 
d’apres le theoreme de Banach-Steinhauss. 
Le fait que X(T) n’est pas compact pour la topologie forte est maintenant 
evident. Ceci montre que X(T) n’est pas compact pour la topologie de la 
norme qui est plus fine. Le fait que Test adherent a X(T) pour la topologie 
faible est consequence de ce qui precede puisque cette topologie est moins 
fine que celle de la convergence forte d’operateurs. De 18 on dtduit que 
X(T) n’est pas compact pour la topologie faible d’operateurs. 
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Signalons que l’hypothbse affirmant que T est un operateur epresentable 
est necessaire pour le resultat precedent. En effet, il est possible de montrer 
que l’identite de Ll([O, 11) ne verifie pas la conclusion du theorbme [voir [5]]. 
II. APPROXIMATION DES OP~RATEURS A VALEURS DANS C(Q) 
11 s’agit de rechercher dans cette partie des resultats concernant l’approxi- 
mation des operateurs ri valeurs dans un espace C(Q). Si V et W sont deux 
espaces de Banach, il est clair que pour tout operateur T de 5?[ V, W] on a 
d(T’, X[W’, V’]) < d(T, X[V, WI). 
Cependant, si West rtflexif alors tout operateur de 9[ W’, V’] est le transpose 
d’un optrateur de Z[V, W]. I1 est maintenant aise de verifier que si W est 
reflexif un optrateur de 9[ W’, V’] admet une meilleure approximation dans 
X[ W’, V’] si et seulement s’il est le transpose d’un operateur de Z[ V, W] qui 
admet une meilleure approximation dans X[ V, W]. Ainsi, si West uniforme- 
ment lisse et Q est un compact hyperstonien (i.e. C(Q) est un espace dual) 
le Theoreme 1.8 (i) implique que tout operateur de 5?[ V, C(Q)] admet une 
meilleure approximation dans ,X[ V, C(Q)]. Ce resultat sera renforct dam la 
proposition suivante: 
PR~P~SITI~N 2.1. Soient Sz un compact et V un espace de Banach tel que 
tome partie bornte de V’ admet un compact de meilleure approximation. Pour 
tout operateur T de Z(V, C(Q)] il existe un operateur compact S de V darts 
l’espace B(Q) des fonctions born&es sur r;2 tel que 
II T - S II < W, YP’, C(Q)]). 
Si Q est un compact stonien il existe une meilleure approximation de T dans 
av, w-41. 
Demonstration. Soit v l’application de &I dans V’ qui est canoniquement 
associee a l’opdrateur T. L’hypothese sur V’ implique l’existence d’un 
compact K qui realise la meilleure approximation de v(Q). De plus, la 
remarque prectdente t la proposition 1.2. montrent que 
Soit P la projection de meilleure approximation de V’ sur K, comme ce 
dernier est compact, cette application prend ses valeurs dans l’ensemble des 
parties fermees non vide de K. Par un raisonnement de compacite on peut 
verifier que Pest S.C.S. D’aprb le theorbme de Kuratowski et Ryll-Nardzewski 
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il existe une selection borelienne 6 de cette application. Soit S I’operateur de 
V dans B(Q) dtfini par 
S(v) = 4dw)(u); vu E v; #ELI. 
Cet operateur est compact puisque l’image de 52 par B,,p, est incluse dans une 
partie normiquement compacte de V’ a savoir K. De plus, on a 
Si Q est un compact stonien, il existe une projection lineaire Q de norme 1 
de B(Q) sur C(Q); I’operateur Q,S de V dans C(Q) realise la meilleure appro- 
ximation de T dans Y[V, C(Q)]. 
Remarque. Si tout borelien pour la norme de V’ est un borelien pour la 
structure induite par la topologie u( V’, V) la construction prectdente montre 
que l’operateur S prend ses valeurs dans Bar(Q) l’espace des fonctions 
boreliennes ur Qn. Cette situation se presente, par exemple d’aprbs [2] dans 
le cas ou l’espace V’ possede la propriett (**) definie par: 
Les topologies de la norme et O(V), V) comcident sur la sphere 
unite de l’espace V’, (**I 
ou plus gtneralement si les structures boreliennes induites par la norme et 
par u( V’, V) coi’ncident sur la sphere unite de V’. 
C’est en particulier le cas si l’espace V’ est uniformement convexe ou bien 
V = C,,(N) puisque dans ces deux cas V’ verifie l’hypothese de la proposition 
ainsi que la condition (**). Si V’ est uniformement convexe on a mCme mieux: 
TH~OR~ME 2.2. Soient Q un compact et V un espace de Banach uniformb 
ment lisse (f.e. V’ uniformkment convexe). Pour tout opkrateur Tde _sR[V, C(Q)] 
il existe une partie Z de Sz qui est un Ga dense et un opkrateur compact S de V 
dans Bar(Q) tels que 
(1) II T - S II < W, SW, C&91). 
(2) Pour tout v de V la fonction S(v) est continue en tout point de Z. 
Demonstration. Soit y l’application de 52 dans V’ canoniquement associee 
a I’opbateur T. D’apres le theoreme 1.8. il existe un compact K qui realise 
la meilleure approximation de q(Q). Soient K,, = conv(K) et P la projection 
de meilleure approximation de V’ sur KO . Pour tout v’ l’ensemble P(v’) est 
rtduit a un point a cause de la stricte convexitt de V’. De plus, l’application P 
est continue d’aprts le Lemme 2.3. dont la preuve est implicitement donnee 
dans [12]. D’apres [l 11 il existe une partie Z de 0 qui est un Gs dense telle 
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que l’application v de Q dans V’ muni de sa norme est continue en tout 
point de 2. L’operateur S defini sur I/ par 
WNW) = PohJ)(4; Qv E v; clJEi2n; 
prend ses valeurs a priori dans B(Q). Pour tout v la fonction S(v) est continue 
en tout point de Z. Pour montrer que S(u) est borelienne on utilise la remarque 
precedent ce thtoreme; en effet V’ &ant uniformement convexe les topologies 
de la norme et cr( V’, V) coincident sur la sphere unite de V’. Un espace de 
Banach E est dit localement uniformement convexe si // e, i/ = I = // e 11 et 
// e,L q- e i! ---f 2 impliquent /I e, - e // --t 0. Si E posdde cette propriete il est 
aist de verifier que pour toute suite (e,) qui converge faiblement vers e et telle 
w II en Ii - II e II on a II en - e II + 0. Un espace de Banach uniformement 
convexe verifie Cvidemment les conditions precedentes. 
LEMME 2.3. Soit K, un convexe ferme darts un espace de Banach E qui est 
localement uniformement convexe. On suppose que I’intersection de K avec 
tome boule ferme’e de E est a(E, E’) compacte. Alors la projection de meilleure 
approximation de E sur K, est continue. 
Comme le montre un examen des preuves precedentes, l’operateur S 
construit plus haut sera dans ,X[ V, C(Q)] des que la projection P de V’ sur K, 
sera continue pour u(V’, V) sur les parties bornees de V’. C’est tvidemment 
le cas si V est un espace de Hilbert. D’ailleurs c’est la preuve de ce resultat 
qui nous guide dans la formulation de l’assertion suivante. Rappelons que si 
E est un espace de Banach lisse on pose pour tout e de E\(O) 
G(e, er) = lim II e + te’ II - II e II 
t-0, t 
; Qe’ E E; 
oti G(e, e’) est la derivee de la norme au point e et dans la direction e’. I1 est 
connu que G(e, a) est une fonctionnelle de la sphere unite de E’. Dans le 
theoreme suivant on considere les espaces de Banach V unformement lisse et 
strictement convexe tels que l’application ZI’ w G(v’, .) est continue sur les 
born& de V’ pour les topologies faibles de V’ et de V. Cette classe n’est pas 
vide puisqu’elle contient les espaces 1 “, 1 < p < cc, d’apres [l 1, cependant 
elle ne contient aucun des espaces L”([O, 11); p E 11, 2[u]2, a~[. 
TH~OR~ME 2.4. Soient Q un compact et V un espace de Banach uniform& 
merit lisse et strictement convexe. On suppose que l’application v’ t+.G(v’, .) 
est continue sur les born& de V’ pour les topologies faibles de V’ et de V. Tout 
ope’rateur de Zp[ V, C(Q)] admet une meilleure approximation dans X[ V, C(Q)]. 
Demonstration. Comme V’ est uniformement convexe il suffit pour ttablir 
le theoreme de montrer, compte tenu des remarques precedentes, que la 
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projection de meilleure approximation sur tout convexe compact est con- 
tinue sur les born& de V’ pour la topologie u(V’, V). L’hypothbe sur V 
implique que V’ est lisse, ainsi l’application U’ H G(v’, .) est bien dtfinie. 
Soit (ai) une famille ultrafiltree bornee dans V’ qui converge faiblement 
vers un point v. Le point P(vi) de K qui realise la meilleure approximation 
de v& est caracttrise par le fait qu’il existe v, dans V tel que 
(9 II v, II = 1; 
(ii) v&v& - P(vL)) = 11 vi - P(v~)ll; 
(iii) v,(P(v~) - k) > 0; VkeK. 
Ceci provient du theoreme de separation de Hahn-Banach applique au 
convexe K et ci la bottle ouverte de centre vi et de rayon d(vL , K). Le point va 
est l’unique Clement de la sphere unite de V qui verifie (ii) puisque V’ est 
lisse. I1 coi’ncide done avec G(vA - P(vl), .) = v, . 
Comme K est compact la famille (P(vi)) converge pour la norme vers un 
point I de K. L’hypothese montre que la famille (v,) converge faiblement vers 
v = G(v’ - Z, .). Comme (v,) converge faiblement vers v et (P(ui)) converge 
pour la norme vers 1 on a 
I W(v’)> - 40 G I aY0 - 0 + I(% - W)l 
G II P(d) - 111 + I(% - WI , 
ce qui montre que v,(P(v~)) converge vers v(l). Ainsi 1’inCgalitC (iii) donne par 
passage a la limite I’inegalite suivante: 
v(l - k) 3 0; VkEK. 
11 existe par consequent un element v de la sphere unite de Vtel que v(v’ - I) = 
G(v’ - I, v’ - I) = j/ U’ - I jl et v(l - k) > 0 pour tout k de K. Ceci montre 
que I est le point de K qui realise la meilleure approximation de 0’. Ainsi 
P(v’) = 1 et l’application P est done continue pour la topologie faible de v’. 
Ainsi pour tout operateur de I’ = I p, 1 <p < cc dans C(Q) admet une 
meilleure approximation dans 9[V, C(D)]. En effet, pour p = 1 le rtsultat 
provient de [4] et pour p E ] 1, co [ ceci provient de ce qui precede. La situation 
est differente pour V = D’([O, 11); p E ]I, 2[ u 12, co[. En effet, darts ce cas, 
la projection de meilleure approximation sur un compact convexe n’est pas 
toujours faiblement continue sur les parties bornees, puisque J. Lambert 
[13, p. 481 a demontre que la projection de meilleure approximation sur un 
sousespace de dimension finie est faiblement discontinue. 
Signalons que J. Mach a montrt que tout operateur de I”, I <p < co 
dans C(Q) admet une meilleure approximation compacte par des methodes 
differentes de celles utilisees ici. D’autre part, pour tout espace de Banach V 
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tout optrateur de 8[V, C,,(l)] admet une meilleure approximation dans 
.X[ V, C,(l)]. Ceci se demontre par des mtthodes distinctes de celles utilisees 
ici comme on peut le voir en consultant [5]. 
III. APPROXIMATION POUR DES OP~RATEURS DE RANG FINI 
I1 s’agit, pour un entier n donnt et pour un operateur T de P[V, W] de 
trouver un operateur S dans l’ensemble 3&[V, w] des operateurs de rang 
inferieur ou tgal a n tel que 
I/ T - S 1~ = inf{ll T - R 11; R E XJV, WI}. 
L’ensemble X,[ V, W] n’est pas un espace vectoriel mais un cone (ni convexe, 
ni saillant) fermt dans Y[V, W]. Si V = Ll(cl> on dira qu’un operateur S de 
X,[ V, W] est un opkrateur n-simple s’il existe une famille (Ei)i,l,..,,n d’en- 
sembles p-disjoints tels que X = u$ Ei ~.p.p~ et s’il existe une suite finie 
(w&=~,..,,~ dans W tels que 
On note 9$?2l(~), W] le cone des operateurs n-simples. Dans la suite on 
designe par s = (wr ,..., w,J un point de l’espace produit W”. Soit B une partie 
born&e de W; on pose pour tout entier n 3 1: 
R,[B, w] = inf{sup[d(x, s); x E B]; s E Wn}. 
Suivant [6] on dira qu’un point s* = (Gr ,..., 6%) de W* est une meilleure 
n-suite pour l’ensemble B si l’on a 
R,[B, W] = sup[d(x, s*); x E B]. 
I1 est clair que pour un sous-espace M de Won a 
ULP, WI < UB, Ml < MB, WI; 
ol[B, W] = inf{R,[B, W]; n EN}. 
Dans la suite on Ccrira simplement R,[B], sans mention de l’espace consider& 
si aucune confusion n’est a craindre. 
TH~OR~~ME 3.1. Soit T un ophateur de JZ’[Ll(p), W] reprbentable par 
une fonction g de L”(p, W). Alors Bg admet une meilleure n-suite si et seule- 
ment si I’optfrateur T admet une meilleure approximation dans le c&e des 
opkrateurs n-simples. 
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Dkmonstration. Soit s* = (a, ,..., 8,) une meilleure n-suite pour l’image 
essentielle Bg de la fonction g de L”(p., W) qui reprtsente T. Soit (Br ,..., B,) 
la partition de Bg en ensembles boreliens considerte dans la preuve de la 
proposition 1.2. L’operateur SO de V = L+) dans W defini par 
oh Ei = g-l(BJ est l’operateur n-simple rechercht. En effet, si S est un opera- 
teur de $JLl(p), W] dtfini par 
on a les inegalites uivantes oti l’on a pose s = (wr ,..., 0.1~) 
II T - S II = (1 g - f XF~J~ l/p 3 sup. ess. [d(g(x), s); x E X] 
1 
= sup[d(b, s); b E Bg] 3 sup[d(b, s*); b E Bg] 
= II T-W. 
Ce qui montre que SO est l’operateur echerche t acheve la demonstration de 
la premiere partie. 
Inversement, si T admet une meilleure approximation S dans l’ensemble 
des operateurs n-simples, l’operateur S &ant dtfini par 
il s’agit de montrer que s = (wr ,..., an) est une meilleure n-suite pour l’en- 
semble Bg. Sinon, il existe une n-suite s’ = (UJ~ ,..., wh) telle que 
sup[d(b, s’); b E Bg] < sup[d(b, s); b E Bg]. 
Si S’ est l’optrateur n-simple associe a la suite s’ comme plus haut, il est 
aise de verifier que 
11 T - S’ 11 = sup[d(b, s’); b E Bg] < sup[d(b, s); b E Bg] = )I T - s/I 
ce qui montre que S n’est pas une meilleure approximation de T dans le 
cone des operateurs n-simples et contredit l’hypothbse. 
Les espaces de Banach W tels que tous les ensembles born& posddent 
une meilleure n-suite, pour tout n > 1, sont CtudiCs dans [6]. Ici, ce qui nous 
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interesse sont les parties fermees qui sont des images essentielles de fonc- 
tions de L”(p, W). Ces parties sont tvidemment &parables i l’on ne considtre 
que des mesures bornees, par contre, si l’on admet les mesures non borntes 
toute partie fermee bornee est l’image essentielle dune fonction de Lm(p, W) 
pour une mesure p adequate. En tout cas, d’apres [6] on a le resultat suivant: 
PROPOSITION 3.2. Soit W un espace de Banach tel qu’il existe tote projection 
I-lipschitzienne de w” sur W (en particulier, si W est un dual ou bien si 
W = Ll(p)). Alorspour tout entier n il existe une meilleure approximation de T 
dans le cone des operateurs n-simples. 
Cette proposition ne constitue pas une caracterisation des espaces de 
Banach qui verifient l’assertion prectdente. En effet, d’aprbs [6] tout borne de 
W = C,,(fV) possbde pour tout n une meilleure n-suite et pourtant il n’existe 
pas de projection I-lipschitzienne de 1”(N) sur C&I). En ce qui concerne 
les mesures bornees on a l’analogue du Theoreme 1.7. que nous donnons 
sans preuve. 
TH~OR&ME 3.3. Soient W un espace de Banach et n 3 1; les assertions 
suivantes sent tquivalentes: 
(a) Toute partie fermee bornee separable de W admet une meilleure 
n-suite. 
(b) Tout operateur de P(N) dans W admet une meilleure approximation 
dans CYn[ll(N), W]. 
(c) Pour toute mesure born&e p tout operateur representable de L1(p) 
darts W admet une meilleure approximation dans 9m[L1(p), W]. 
(d) I1 existe une mesure borne’e p telle que L’(p) soit de dimension 
injinie et telle que tout operateur representable de L’(p) dans W admet une 
meilleure approximation dans Yn[L1(p), W]. 
Nous nous tournons maintenant vers l’etude de la meilleure approximation 
des operateurs representables par des elements de XJ,V, W] oh V = LQ); 
pour cela designons par 2, l’ensemble des sous-espaces de W de dimension 
inferieure a n. Posons pour une partie bornee B de W 
S,[B, W] = inf{sup[d(x, H); x E B]; HE Xn). 
Un sous-espace fin de A?,, est dit une meilleure n-section de B si l’on a 
S,[B, W] = sup[d(x, H,); x E B]. 
Comme plus haut, on Ccrira simplement S,[B] sans mention de l’espace si 
aucune confusion n’est a craindre. 
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THGORBME 3.4. Soient T un opirateur reprksentable de 2Z’[L’(~), W] et 
n 3 1. Les assertions suivantes sont kquivalentes: 
(a) II existe un ope’rateur S,, de ,X,[Ll(p), W] qui rialise la meilleure 
approximation de T. 
(b) II existe une meilleure n-section de I’image essentielle Bg de la 
fonction g qui reprksente T. 
De plus, pour am tel optrateur T on a d(T, X,[ V, W]) = S,[Bg]. 
Dkmonstration. (a) 3 (b) Soient S,, un operateur qui vtrifie l’hypothese 
(a) et H, le sous-espace SO(L1(p)). Supposons que H, n’est pas une meilleure 
n-section, il existe done un sous-espace H de W de dimension inferieure a 
12 tel que 
S,Pgl < sw[d@, HI; b E &I < sup[@, Hn); b E &I. 
Soit PH la projection de meilleure approximation de W sur le sous-espace H. 
Cette application multivoque prend ses valeurs dans l’ensemble des parties 
convexes non vides de H puisque ce dernier est de dimension finie. Pour cette 
meme raison d’ailleurs, P,, est S.C.S. Le thtoreme de selection de Kuratowski 
et Ryll-Nardzewski permet de construire une selection bortlienne y. Soit 
S l’operateur represente par IJJ 0 g qui est une fonction de L”(p, H); cet 
operateur est de rang fini et de plus son image est incluse dans H. D’autre 
part, on a les inegalitts suivantes: 
II T - S II = wddtb, W; b E &I < wW, KJ; b E Bgl < II T - S, /I 
ce qui contredit l’hypothese sur S,, et acheve la demonstration de l’assertion. 
(b) * (a) Soient H, un sous-espace de dimension inferieure a n qui est une 
meilleure n-section pour Bg, S,, l’operateur associt a l’espace I?, construit 
comme plus haut, on a 
II T - So II = II g - g, 0 g llm = SUP. ess.[ll g(x) - y 0 s(x)lI; x E Xl 
= sup[d(b, H,); b E Bg] = SJBg]. 
D’autre part, si S est un operateur de rang inferieur a n de L1(p) dans Wet 
si H, est l’image de L1(p) par S on a 
II T - S II = SUPCII T(f) - W)lI;f 6 B(L1(d)l 
2 ~wbVtf)~ f&J; f E WWI; 
&[T(W~)N 3 U%l. 
La derniere CgalitC provient du fait deja remarque que T(B( V)) contient Bg. 
Ceci montre que S,, est l’operateur rechercht. Cette preuve montre la dernibre 
assertion du theoreme a savoir que la distance de T a l’ensemble Xn[L1(p), m 
est tgale a S,[Bg]. 
APPROXIMATION DES OPERATEURS BORNi% 97 
PROPOSITION 3.5. Soient T un opkrateur reprhentable de 2’[V, W] oti 
V = L+) et n 2 1. Alors T(B( V)) admet une meilleure n-section si et seulement 
si l’ope’rateur T admet une meilleure approximation duns Xn[V, W]. De plus 
on a 
Dkmonstration. Soit E > 0; il existe un operateur S de rang inferieur a n 
defini sur V et a valeurs dans W tel que 
II T - S II < W, %JV, WI) + E. 
D’apres le theoreme precedent on a 
%[&I + 6 2 II T - S II = sup]11 T(f) - W)ll;f~ WWI 
3 wMl”(f), W’)); f~ WWk 
3 WWVN > &[&I, 
d’ou l’egalite annoncee. Supposons maintenant que T(B(V)) posdde une 
meilleure n-section H, ; on a 
Ce qui montre que le sous-espace H, de W est une meillaure n-section de 
l’ensemble Bg. En effet, la deuxieme inegalite provient de l’inclusion 
conv[Bg u -Bg] C T(B( V)) et la derniere CgalitC provient de la deuxibme 
assertion de la proposition. Maintenant en faisant appel au theortme 
precedent on voit que l’operateur T posdde une meilleure approximation 
dans 3&[ V, W]. 
Inversement, si T posdde une meilleure approximation S dans X,[V, W] 
alors le sous-espace S(V) est une meilleure n-section de T(B(V)). En effet, 
on a d’une part d(T, XJ V, W]) = S,[T(B( V)). En effet, on a d’une part 
nt,[ V, W]) = S,[T(B( V))], et d’autre part 
UVW’))l G wWW, W’));f~ NV1 
G su~[/l T(f) - W)ll; fe B(V)1 = II T - S II 
= &JW(~N1; 
d’oh le rtsultat annond. 
En utilisant les deux rtsultats precedents il suffit, pour exhiber une classe 
d’espaces W tels que tout operateur representable T de V = I,+.) (resp. 
oti p est bornte) dans W admette une meilleure approximation dans Yn[ V, w] 
d’exhiber une meilleure n-section. D’apres [6] on a done: 
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PROPOSITION 3.6. Soit W am espace de Banach tel qu’il existe une projection 
h’neaire de norme 1 de W” sur W (en particulier si W est un dual ou bien si 
W = Ll(v)) alors pour tout n 3 1 il existe pour tout operateur representable 
de 2?[ V, W] o& V = LQ) une meilleure approximation duns Xn[ V, W]. 
En ce qui concerne les mesures borntes signalons un resultat analogue 
aux Theoremes 1.7. et 3.3.; nous ne rappelons pas ce resultat pour ne pas 
alourdir le texte. En procedant par dualitt comme dans la deuxieme partie. 
PROPOSITION 3.7. (a) Soient V un espace de Banach, J2 un compact et 
n > 1; alors pour tout operateur T de V duns C(Q) il existe un operateur S de 
Xn[V, B(Q)] tel que 11 T - S I/ < d(T, ,X,[V, C(Q))]. Si Q est stonien on peut 
choisir S duns X,[ V, C(Q)]. 
(b) Soient V un espace de Banach dont le dual est strictement convexe, 
Q un compact et n 3 1; alors tout opbateur compact de V duns C(Q) admet 
une meilleure approximation duns &[ V, C(Q)]. 
Demonstration. (a) Soit 9 la fonction continue de J2 dans V’ muni de 
u(V’, V) qui est canoniquement associee a l’operateur T. L’ensemble &I) 
possede une meilleure n-section H, d’apres [6]. Soit P la projection de 
meilleure approximation de V’ sur le sous-espace H, ; on a deja vu que cette 
application admet une selection borelienne 8. L’operateur S defini par 
W(w) = &dw)(v); Vw EL?; VVE v; 
est l’operateur recherche. En effet, pour tout v de V la fonction S(v) est bornte 
sur $2 et de plus S est de rang inferieur ou Cgal a n puisque &,I@) est inclus 
dans un sous-espace de V’ de dimension au plus tgale a n. D’autre part, on a 
en posant W = C(Q): 
II T - S II < &JdQ>l < W’, ZJ W’, V’l) < d(T, X#‘, WI>. 
Si Sz est un compact stonien on acheve la demonstration en utilisant le fait 
qu’il existe une projection Q de norme 1 de B(Q) sur C(G); en effet Q 0 S 
est l’optrateur de X,[ V, C(sZ)] qui constitue la meilleure approximation de T. 
(b) On pro&de comme dans la premiere partie en utilisant toutefois 
les deux remarques suivantes. Dune part, la fonction v associee B T est 
continue de Sz dans V’ muni de sa norme puisque T est ici un operateur 
compact. D’autre part, l’espace V’ &ant strictement convexe et H, de 
dimension finie la projection de meilleure approximation P de V’ sur H, est 
univoque et continue sur V’ muni de sa norme [13, p. 441. Ainsi pour tout v 
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de V la fonction S(v) = 0 0 v(o)(u) = P 0 v(w)(u) est continue sur Q; d’ou 
le resultat. 
Si les structures bortliennes de la sphere unite de V’ pour u( V’, V) et pour 
la norme coincident, ce qui est le cas en particulier si les topologies induites 
par u( V’, V) et par la norme coincident sur cet ensemble (c’est le cas si V est 
uniformement lisse ou bien I/ = C,(N)), alors l’operateur S construit dans 
la premiere partie de la proposition precedente, prend en fait ses valeurs 
dans Bar(Q). D’autre part, si V est reflexif on peut en faisant appel a [l I] 
affirmer qu’il existe pour tout operateur T un Gs dense Z dans 8 tel que pour 
tout t’ de V la fonction S(U) soit continue en chaque point de Z. De meme, 
si V est quelconque mais si l’operateur Test faiblement compact, on peut en 
utilisant [I I] arriver au m&me rtsultat. La preuve de la proposition precedente 
permet de dtmontrer le resultat suivant: 
TH~OR~ME 3.8. Soient Q un compact et V un espace de Banach rPjlex$ 
lisse et strictement convexe. On suppose que l’application v’ w G(v’, .) est 
continue SW les parties born&es de V’ pour les topologies faibles de V’ et de V. 
Tout opkrateur de Z’[V, C(Q)] admet une meilleure approximation dans 
xs v, C(-Q)l. 
DPmonstration. 11 suffit de prouver, compte tenu des resultats precedents, 
que la projection de meilleure approximation P de V’ sur un sous-espace H 
de dimension finie est faiblement continue sur les parties borntes de V’. 
La preuve est similaire a celle du Thtoreme 2.4. et s’adapte facilement a 
partir de celle-ci. Soit (vi) une famille ultratiltree et bornte de V’ qui converge 
vers un point v’. Le point P(ui) est le point de H qui est caracterise par le fait 
qu’il existe v, dans V tel que 
6) /TV,// = 1; 
(ii) v,(vL - P(vi)) = // 0: - P(uL)l/; 
(iii) v, lH = 0. 
Le point D, coincide avec G(vA - P(vL), .) et l’hypothbse sur H implique 
que la famille (P(vL)) converge pour la norme vers un point 1 de H. L’hypo- 
these implique que la famille (v,) converge faiblement vers v = (v - I, .). 
En passant a la limite dans les Cgalitts (i), (ii), (iii) on voit que 1 = P(v’) et 
que P est faiblement continue sur les parties borntes de V’. En fait, ce 
rtsultat est un cas particulier d’un thtoreme de Holmes [13, p. 481. 
Signalons, encore une fois, que les espaces V = I”, 1 < p < co verifient 
l’hypothese du theoreme precedent. Cependant la situation est differente dans 
le cas des espaces V = P(V); p E 11, 2[ u 12, co[, ou v est une mesure bornee 
saris atome. En effet, d’aprbs J. Lambert [13, p. 481 pour un tel espace V la 
projection de meilleure approximation de V’ sur tout sous-espace de dimen- 
sion finie est faiblement discontinue. 
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